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作用于微分形式的复合算子 T 􀳱 D 􀳱 G 的高阶可积性
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摘　 要:利用微分形式的 Poincaré-Sobolev 不等式证明了当 1 < p < n 时复合算子 T 􀳱 D 􀳱 G 的高阶 LP 可积性,然
后进一步讨论了 p≥n 的情形,获得了复合算子的高阶范数估计,并利用该结果对 Lp 可积微分形式证明了局部加权

范数不等式成立。
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Higher Integrability of the Composite Operator T 􀳱 D 􀳱 G
for Differential Forms
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Abstract:We firstly prove the higher integrability of the composite operator T 􀳱D 􀳱G by using Poincaré-Sobolev inequalities when 1
< p < n. Then further consider the case of p≥n and obtain the higher order norm estimation of composite operators, by which the
weighted norm inequality for Lp integrable differential forms is proved.
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0　 引　 言

近年来,随着对微分形式算子理论研究的展开,
算子的有界性及其高阶可积性对研究拟正则映射和

微分形式 A - 调和方程理论有十分重要的意

义[1 - 8] 。 2009 年,Ding 等[9 - 10]首先对同伦算子与投

影算子的复合算子的奇异积分问题进行了研究。 之

后,Bi 等[11 - 13]对同伦算子及其复合算子的强(p,q)
型不等式进行了研究,证明了算子在加权 Lp 空间的

有界 性。 近 几 年, Y. Xing[14] 、 H. Gao[6 - 7,15] 、

Y. Lu[16 - 17]和 Y. Tong[18]等对算子的高阶可积性以

及拟线性椭圆方程解的全局可积性进行了研究,取
得了一系列丰富的成果。 本文的主要目的是研究同

伦算子 T、Dirac 算子 D 和 Green 算子 G 的复合算子

T 􀳱 D 􀳱 G的高阶可积性,并进一步得到当 p≥n 时,复
合算子的高阶 Lp 范数估计。 为了方便,首先介绍一

些符号和术语。 设 E⊂ℝ n 为一有界域, |E |为 E 的

Lebesgue 测度, n≥2。 Λl(ℝ n)表示定义在ℝ n 上的

l -形式全体所构成的空间。 D′(E,Λl)表示定义在

E 上的所有可微 l -形式所构成的空间。 Lp
loc(E,Λl)

表示定义在 E 上的系数局部可积的 l - 形式全体所



构成的空间。

1　 预备知识

Hodge 星算子定义为

∗u = ∑1≤i1 <… < ik≤n
( -1)σui1,…,ik(x)dxj1Λ…Λdxjn - k

其中 j1 < … < jn - k,( i1,…, ik, j1,…, jn - k)为(1,…,
n)的全排列,σ 为全排列的逆序数。 利用外微分算

子 d 和 Hodge 星算子可以定义 Hodge 上微分算子

d∗ = ( - 1) nl + 1∗d∗,Dirac 算子定义为 D = d + d∗。
同伦算子 T 为 T. Iwaniec 和 A. Lutoborski 在证

明 Poincaré 引理过程中引入的一个重要算子。 对每

个 y∈E,首先定义一个线性算子

ky:C∞ (E,Λl) → C∞ (E,Λl -1)
为

(kyu)(x;ξ1,…,ξl-1) =

∫10 tl-1u( tx + y - ty;x - y,ξ1,…,ξl-1)dt
定义 1　 同伦算子 T:C∞ (E,Λl) → C∞ (E,

Λl -1) 定义为

Tu = ∫
E
φ(y)kyudy

其中 φ ∈ C∞0 (E) 且满足∫
E
φ(y)dy = 1。

然后 T. Iwaniec 等研究了同伦算子的 Lp 理论,
将同伦算子的定义拓展到 T:L1

loc(E,Λl) → L1
loc(E,

Λl -1),并证明了对所有的 u ∈ Ωq,p(E,Λl),有如下

分解

u = dTu + Tdu (1)
其中Ωq,p(E,Λl -1) 表示满足 u∈ Lp(E,Λl -1) 且 du∈
Lp(E,Λl) 的全体( l - 1) - 形式所构成的集合。

对于算子 T 有如下估计式

‖Tω‖s,B ≤ Cdiam(B) ‖ω‖s,B (2)
成立,其中B为ℝ n 中的球,1 < p < n。关于同伦算子

的更多性质可参看文[1],[19]。
令 u∈D′(E,Λl),l - 形式 uE ∈D′(E,Λl) 定义

为

uE = | E | -1∫
E
u(y)dy, l = 0

dTu, l = 1,2,…,n{
定义 2[2] 　 Green 算子 G 定义为

G:C∞ (E,Λl) → Η⊥∩ C∞ (E,Λl)
其中 Gu 是 Η⊥∩ C∞ (E,Λl) 中满足 Poisson 方程

ΔGu = u - H(u) 的唯一解。

如果 w(x) > 0 a. e. 且在ℝ n 上局部可积,则称

w(x) 为权函数。Lp(E,Λl,w) 表示加权的 Lp 空间,其
范数定义为‖u‖p,E,w = (∫

E
| u | pw(x)dx)1 / p。1972

年,B. Muckenhoupt[20] 在研究极大算子的性质时给

出了 Ar 权的概念。
定义3　 如果定义在 E⊂ℝ n 上的权函数 w(x)

满足

sup
B⊂E

1
| B | ∫Bwdx( ) 1

| B | ∫B 1
w( )

1
r-1dx( ) r-1 < ∞

则称 w(x) 在 E 上满足 Ar(E) 条件。
下面 的 Poincaré-Sobolev 不 等 式 出 现 在 文

[1] 中。
引理 1　 若 u ∈ D′(B,Λl),du ∈ Lp(B,Λl +1),

l = 0,1,…,n,则 u - uB ∈ L
np
n-p(B,Λl) 且有不等式

(∫
B
| u - uB |

np
n-pdx)

n-p
np ≤ Cp(n) (∫

B
| du | pdx)

1
p

其中 B 为有界凸区域中的任意球体。
引理 2[2] 　 设 u 为定义在 E 上的光滑的微分形

式,1 < s < ∞,则存在一个与 u无关而与 s有关的正

常数 C( s),使得不等式

‖ dd∗Gu‖s,B + ‖d∗dGu‖s,B + ‖dGu‖s,B +
‖d∗Gu‖s,B + ‖Gu‖s,B ≤ C( s) ‖u‖s,B
对所有满足 B ⊂ E 的球都成立。

设 φ(x) 为定义在[0,∞ ) 上的严格增凸函数,
φ(0) = 0,u为定义在有界域 E⊂ℝ n 上满足对任意

λ > 0 及 μ({x ∈ E: | u - uE | > 0}) > 0 都有

φ(λ | u | +| uE | ) ∈ L1(E,μ) 的微分形式,其中,
μ 为 由 dμ = w(x)dx定义的Radon测度,w(x) 为权

函数。可以证明对任意的 a > 0,
∫
E
φ 1

2 | u - uE |( )dμ ≤ C1∫
E
φ(a | u | )dμ ≤

C2∫
E
φ(2a | u - uE | )dμ (3)

其中 C1,C2 为正常数。

2　 定理证明

定理 1　 设 u ∈ Lp
loc(E,Λl) 为定义在 E 上的光

滑微分形式,1 < p < n,D 为 Dirac 算子,G 为 Green
算子,T为同伦算子,0 < s < np (n - p) -1,则存在与

u 无关,与 n,s,p 有关的常数 C 使得

‖TDGu‖s,B ≤ C ‖u‖p,σB
其中:B ⊂ σB ⊂ E,σ 为某个大于 1 的常数。
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证明:这里将分成两步来完成证明。
1) 如果

| {x ∈ B: | TDGu - (TDGu) B | > 0} | > 0
则由引理 1 和引理 2,有
‖TDGu - (TDGu) B‖ np

n-p,B ≤
Cp(n) ‖dTDGu‖p,B ≤
Cp(n) ‖DGu - TdDGu‖p,B ≤
Cp(n)(‖DGu‖p,B + ‖TdDGu‖p,B) ≤
Cp(n)(‖u‖p,B + C ‖dDGu‖p,B) ≤
Cp(n)(‖u‖p,B + C ‖u‖p,B) ≤ C ‖u‖p,B

在式(3) 中取 φ( t) = t
np
n-p,则有

(∫
B
| TDGu |

np
n-pdx)

n-p
np ≤

C (∫
B
| TDGu - (TDGu) B |

np
n-pdx)

n-p
np

由 Lp 空间的单调性,若 0 < s < np (n - p) -1,则
(∫

B
| TDGu | sdx)

1
s ≤ C (∫

B
| TDGu |

np
n-pdx)

n-p
np

于是有(∫
B
| TDGu | sdx)

1
s ≤ C (∫

σB
| u | pdx)

1
p 。

2) 假设

| {x ∈ B: | TDGu - (TDGu) B | > 0} | = 0
则 TDGu = (TDGu) B 　 在 B 上几乎处处成立,因此

TDGu为闭形式,进而TDGu为A -调和方程的解。于
是由式(2) 和引理 2,有
‖TDGu‖p,σB ≤ Cdiam(B) ‖DGu‖p,σB ≤
C | B |

1
n ‖u‖p,σB

又由 Hölder 不等式有

‖TDGu‖s,B ≤ C | B |
1
s -

1
p ‖TDGu‖p,σB

故

‖TDGu‖s,B ≤ C | B |
1
n + 1

s -
1
p ‖u‖p,σB

于是定理得证。
定理 2　 设 u ∈ Lp

loc(E,Λl) 是定义在 E 上的一

个光滑微分形式,p≥ n,T是同伦算子,D是Dirac算
子,G 是 Green 算子。则对于任意的实数 s > 1,有
TDGu ∈ Ls

loc(E,Λl),进而存在一个与 u 无关的常数

C 使得,
‖TDGu‖s,B ≤ C | B |

1
s +

1
n - 1

p ‖u‖p,B
其中 B ⊂ E 为 E 中的任意球。

证明:首先当 1 < s ≤ p 时, 由引理 2 和式

(3),有
‖TDGu‖s,B ≤ C | B |

1
s +

1
n - 1

p ‖u‖p,B
显然成立。

接下来证明当 s > p 时,
‖TDGu‖s,B ≤ C | B |

1
s +

1
n - 1

p ‖u‖p,σB
成立。

假设

| {x ∈ B: | TDGu - (TDGu) B | > 0} | > 0
令 m = sp-1,记 q = mnp / (n + mp)。因为 n - p

≤0,所以

q - p = [p(m(n - p) - n)] (n + mp) -1 < 0
即 q < p,而 1 < q = mnp / (n + mp) < n。

于是由引理 1、引理 2 和 Lp 空间的单调性,有
(∫

B
| TDGu - (TDGu) B |

nq(n-q) dx)
(n-q)
nq ≤

C2 (∫
B
| dTDGu |

qdx)
1
q =

C2 (∫
B
| DGu - T(d(DGu) |

qdx)
1
q ≤

C3 (∫
B
| DGu |

qdx)
1
q + C4 (∫

B
| T(d(DGu) |

qdx)
1
q ≤

C5 (∫
B
| u |

qdx)
1
q + C6 (∫

B
| u |

qdx)
1
q ≤

C7 | B |
1
q - 1

p (∫
B
| u |

pdx)
1
p (4)

因为 | {x ∈ B: | TDGu - (TDGu) B | > 0} | > 0,所
以若在式(3) 中取 φ( t) = t

nq(n-q) ,则对任意的微分形

式 ω,可得

(∫
B
| ω |

nq(n-q) dx)
(n-q)
nq ≤

C8 (∫
B
| ω - ωB |

nq(n-q) dx)
(n-q)
nq (5)

在式(5) 中用 TDGu 代替 ω,有
(∫

B
| TDGu |

nq(n-q) dx)
(n-q)
nq ≤

C9 (∫
B
| TDGu - (TDGu) B |

nq
n-qdx)

n-q
nq (6)

因为 nq / (n - q) = mp = s,再一次利用 Lp 空间的单

调性,式(6) 和式(4),有
(∫

B
| TDGu | sdx)

1
s =

(∫
B
| TDGu |

nq(n-q) dx)
(n-q)
nq ≤

C9 (∫
B
| TDGu - (TDGu) B |

nq(n-q) dx)
(n-q)
nq ≤

C10 | B |
1
q - 1

p (∫
B
| u |

pdx)
1
p =
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C10 | B |
1
s +

1
n - 1

p (∫
B
| u |

pdx)
1
p

因此有

‖TDGu‖s,B ≤ C | B |
1
s +

1
n - 1

p ‖u‖p,B
于是定理得证。

需要指出的是, 以往得到的关于同伦算子和

Green 算子的高阶可积性结论均仅对 A - 调和方程

的解成立,而定理1和定理2的结果表明对于满足一

定条件的指数 s,p,对任意在E上局部 Ls 可积的微分

l - 形式,复合算子的高阶可积性仍然成立。

3　 应 　 用

近年来,关于算子在加权微分形式 Lp 空间有界

性问题的研究已取得一些成果,但由于在证明过程

中需要用到弱逆 Hölder 不等式,因此关于加权不等

式的结论仅对 A - 调和方程的解成立。而由定理 2,
则可得到对任意 Lp 可积的微分形式均成立的加权

结果。
引理 3　 如果 w(x) ∈ Ar(E),则存在与 w 无关

的常数 γ > 1 和 C > 0,使得

‖w‖γ,B ≤ C | B |
(1-γ)

γ ‖w‖1,B (7)
对所有球 B ⊂ E 都成立。

定理3　 设E为有界凸区域,n < p < ∞,T为同

伦算子,D 为 Dirac 算子,G 为 Green 算子,如果权函

数 w(x) 满足 Ar(E) 条件,其中 1 < r < p / n,则对任

意 u ∈ Lp(E,Λl),存在与 u 无关的常数 C 使得

‖TDGu‖p,B,w ≤ C ‖u‖p,B,w
对所有的球 B ⊂ E 都成立。

证明:由于 w(x) 满足 Ar(E) 条件,由引理 3,存
在常数 γ > 1 和正数 C1 使得对所有的球 B ⊂ E 有

‖w‖γ,B ≤ C1 | B |
(1-γ)

γ ‖w‖1,B
取 t = γp / (γ - 1),则由 Hölder 不等式有

‖TDGu‖p,B,w ≤(∫
B
| TDGu | tdx)

1
t (∫

B
wγdx)

1
γp =

‖TDGu‖t,B ‖w‖1
p
γ,B (8)

这样,将式(7) 代入式(8) 中,有
‖TDGu‖p,B,w ≤ C2 | B |

(1-γ)
γp ‖TDGu‖t,B ‖w‖1

p1,B
(9)

记 m = p / r,则由定理 2 可以得到

‖TDGu‖t,B ≤ C3 ‖u‖m,B (10)
其中 C3 与 t,m,n 有关。再由式(9) 和式(10),有

‖TDGu‖p,B,w ≤ C4 | B |
(1-γ)

γp ‖u‖m,B ‖w‖1
p1,B

又由于 1 / p + ( r - 1) / p = 1 / m,于是由 Hölder 不等

式有

‖u‖m,B ≤(∫
B
(| u | w

1
p )pdx)

1
p ∫

B

1
w( )

1
r-1dx( )

p
r-1 =

‖u‖p,B,w ∫
B

1
w( )

1
r-1dx( )

p
r-1 (11)

注意到 w ∈ Ar(E),因此存在常数 C5 > 0 使得对所

有的球 B ⊂ E,有
1

| B | ∫Bwdx( )
1
p 1

| B | ∫B 1
w( )

1( r-1) dx( )
( r-1)

p < C5 < ∞
这样,再由式(10) 和式(11),立即有

‖TDGu‖p,B,w ≤
C6 | B |

1-γ
Pγ | B |

1
P | B |

r-1
P ‖u‖p,B,w =

C6 | B |
r
P +1-γPγ ‖u‖p,B,w ≤

C6 | D |
r
P +1-γPγ ‖u‖p,B,w ≤

C7 ‖u‖p,B,w
结论得证。

4　 结论

本文证明了微分形式 Ls 空间同伦算子 T、Green
算子和 Dirac 算子的复合算子 T 􀳱 D 􀳱 G 当 1 < p <
n 时的高阶可积性, 并进一步证明了复合算子当

p ≥ n 时的高阶范数估计以及对 Lp 可积微分形式成

立的局部加权范数不等式。
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